Programare dinamica 1
Prezentare generala

Programarea dinamica este o metoda de elaborare a algoritmilor care se aplica in
general problemelor pentru care se cere determinarea unui optim in urma adoptarii
unor decizii.

Nu existd un criteriu pe baza cdruia sd identificam cu sigurantd o problema pentru
rezolvarea careia trebuie sa utilizam metoda programarii dinamice, dar putem
formula doud proprietati care sugereaza o solutie prin programare dinamica.

» Substructura optimala

Problema data poate fi descompusa in subprobleme si solutia optima a problemei
depinde de solutiile optime ale subproblemelor sale.

Acest criteriu nu indicd neaparat o solutie prin programare dinamica, ar putea fi 1 un
indiciu ca se poate aplica metoda Greedy sau metoda ,,Divide et Impera”.

= Subprobleme superpozabile
Subproblemele problemei date nu sunt independente, ci se suprapun.

Datorita faptului ca subproblemele problemei date se suprapun, deducem ca o
abordare prin metoda ,,Divide et Impera” ar fi dezastruoasa din punctul de vedere al
timpului de executie (datorita faptului ca problemele se suprapun se ajunge la
rezolvarea repetata a aceleiasi subprobleme). Prin urmare, vom rezolva
subproblemele o singura, data, retinand rezultatele intr-o structura de date
suplimentara (de obicei un tablou).

Rezolvarea unei probleme prin programare dinamica presupune urmatorii pasi:

1. Se identifica subproblemele problemei date.

2. Se alege o structurd de date capabila sa retina solutiile subproblemelor.

3. Se caracterizeaza substructura optimala a problemei printr-o relatie de recurenta.

4. Pentru a determina solutia optima, se rezolva relatia de recurenta in mod bottom-
up (se rezolva subproblemele in ordinea crescatoare a dimensiunii lor).



Aplicatii
Codificare optimala

Fie un text de lungime maxima 100, ce contine doar litere. Textul poate fi codificat,
inlocuind aparitiile consecutive ale subsecventelor sale cu subsecventa respectiva urmata
de numarul sau de aparitii.

Exemplu
Textul T="aaacaaacbbdefdef" poate fi codificat: "a3cla3clb2def2" dar si

"aaac2b2def2". Evident, cel de-al doilea mod de codificare este mai scurt, deci mai
convenabil.

Scrieti un program care sa codifice optimal un text dat (codul rezultat s fie de lungime
minima).

Solutie

1. Spatiul subproblemelor problemei initiale este format din determinarea unei codificari optimale pentru
caracterele din text de la i pana la j (T[i..5]1), 0<i<j<n, unde n este lungimea textului. Evident,
subproblemele se suprapun. De exemplu, determinarea codificarii optime pentru T[i..7j], necesita
determinarea unor codificari optime pentru T[i..k] sipentru T[k+1..3],ke{0,1,..., F-1}.

2. Pentru a memora solutiile subproblemelor, vom utiliza o matrice Lg, patraticd de ordin n, avand
semnificatia Lg[i][j] = lungimea codificarii optime pentru T[i..3]; 0<i<j<n. Observati ca este
utilizatd numai jumatatea de deasupra diagonalei principale.

3. Problema are substructura optimala, caracterizata de urmatoarea relatie de recurenta:

Orice caracter x se codifica pe doua pozitii (x1), deci:
Lg[i]l[i]=2, Vie{0,1,..., n-1}
Lg[i]l[j]=min {j-i+2, minI, minII}
unde:
» 5-i+2 provine din codificarea intregului sir, urmat de 1

" minI=min{Lg[i] [k]+Lgl[k+1]1([J]}

k=i,3-1
Codificam optimal T [i..75] concatendnd codificarile optimale ale sirurilor T[i..k] si T[k+1..7] (pozitia
ke{i, i+1,...,3-1} sealegen mod optimal)

* minII=min{strlen(s)+NrCifre (k) }, unde s subsir al lui T[i..3] astfel Incat T[i..j]=ss..s
(de x ori). Deci T[i..j] se codifica sk.
Deoarece jumatatea de sub diagonala principald din matricea | este neutilizata, pentru a putea reconstitui
solutia optima, o vom utiliza astfel:
* Lg[jl[i]1=0,dacaLg[i] [J]=]-i+2
= Lg[j][1]=k,unde k este pozitia de splitare a textului pentru Lg[1] [J]=minI
* Lg[]j] [1i]=-k,unde k este lungimea subsirului s care se repeta, pentru T[1] [J]=minIT.



4. Rezolvarea relatiei de recurenta:
for (int i=0; i<n; i++) Lgl[i][i]=2;

for (int d=2; d<=n; d++) //codific subsiruri de lungime d
for (i=0; i<=n-d; i++) //care incep la pozitia i
{int j=i+d-1; //si se termina la pozitia j

//cazul I- codificarea este intregul sir urmat de 1
Lgl(i][j]=d+1; Lg[j][i]=0;
//cazul II
for (int k=i; k<j; k++)
if (Lgl[i][Jj1>Lgli]l[k]+Lglk+1][3J])
{Lgli]l[J1=Lgli] [k]+Lg[k+1][3j];
Lg[jl[i]l=k;}// pozitia optima de splitare
//cazul III
for (k=1; k<=d/2; k++)
if (d%$k==0) //determin un subsir de lungime k
if (SeRepeta(i,j,k))
{Lg[i]l [jJ]1=k+NrCifre (d/k);
Lg[jl[il=-k; //retin lungimea subsirului
break; }
}
Observati ca am utilizat functia NrCifre() care determind numarul de cifre dintr-un numar natural, precum

si functia SeRepeta().

int SeRepeta (int i, int j, int k)
{/*verifica daca sirul T[i..]J] este format prin concatenarea succesiva a lui
T[i..1+k-1] */
char s[DimMax], sl[DimMax];
strncpy (s, T+i,k); s[k]=NULL; sl[k]=NULL;
for (int h=i+k; h<=j; h+=k)
{strncpy(sl,T+h, k);
if (strcmp(s,sl)) return 0;}
return 1;}
Afigarea solutiei optime o vom realiza prin apelarea functiei recursive Afisare(0,n-1):

ofstream f ("cod.out");
void Afisare(int i, int j)
{
if (i==j) cout<<T[i]<<1; //un singur caracter
else
{int k=Lg[j][i];
char s[DimMax];
if ('k) // cazul I
{strncpy(s,T+i,j-i+1); s[Jj-i+1]=NULL;
cout<<s<<l; }
else
if (k>0) //cazul II
{Afisare (i, k);
Afisare (k+1,73);}
else //cazul III
{strncpy (s, T+i,-k); s[-k]=NULL;
cout<<s<< (j-i+1)/ (k) ;}




rv (CampiOn) Timp maxim de executie/test: 0.1 secunde

Memorie totala disponibila/stiva: 2 MB/1 MB

Ana si Bogdan joaca un nou joc, numit R&V. Jocul are doua table de joc: una rosie si una verde. Pe tabla
rosie este inifial plasat un sir de jetoane, pe fiecare jeton fiind scrisa o litera mica a alfabetului englez.
Tabla verde este initial goala.

Ana si Bogdan executa mutari pe rand, Ana fiind prima la mutare. La o mutare, jucatorul care este la rand
trebuie sd ia un jeton de la unul dintre capetele sirului aflat pe tabla rosie si sa il plaseze pe tabla verde, la
sfarsitul sirului de jetoane de pe aceasta tabla. Jocul continua pana cand toate jetoanele se afla pe tabla
verde.

Scopul Anei este ca sirul obtinut pe tabla verde sd fie cat mai mare din punct de vedere lexicografic.
Scopul lui Bogdan este ca sirul obtinut pe tabla verde sa fie cat mai mic din punct de vedere lexicografic.

Cerinta
Scrieti un program care sa determine sirul obtinut pe tabla verde la finalul jocului, in ipoteza ca ambii
jucatori joaca optimal.

Date de intrare

Fisierul de intrare rv.in contine pe prima linie un sir de litere mici ale alfabetului englez, reprezentand in
ordine literele de pe jetoanele aflate pe tabla rosie la inceputul jocului.

Date de iesire

Fisierul de iesire rv.out va contine o singura linie pe care vor fi scrise n ordine literele scrise pe jetoanele
de pe tabla verde la finalul jocului, in ipoteza ca ambii jucatori joaca optimal.

Restrictii

= Pe tabla rosie se afla initial cel mult 100 de jetoane.

= Fie X1X2...X, Si Y1Y2...Y, doua siruri. Spunem ca x este mai mic decat y din punct de vedere
lexicografic daca exista un indice k (1<=k<=n) astfel incat xj=y; (pentru orice 1<=i<K) Si Xx<Yk.

= Daca un jucdtor poate juca optimal selectdnd atat din stanga, cat si din dreapta, va alege stanga.

Exemple

rv.in rv.out
abcde eadbc
rv.in rv.out

aaaca aacaa



Solutie

VVom memora sirul dat in s (n fiind lungimea sirului).

Subproblema:

Sa se determine sirul care se obtine pe tabla verde (in ipoteza ca ambii jucatori joaca optimal) daca
pe tabla rosie se afla subsecventa s[i..5] (0<=i<=j<n)

\om retine rezultatele subproblemelor in tabloul rez.

char rez[MAX] [MAX] [MAX];
rez [1i] [F]1=sirul obtinut pe tabla verde daca pe tabla rosie se afla subsecventa s[i..5] (0<=i<=3<n)
Relatia de recurenta

rez[i][1]=s[i];

Daca la mutare este primul jucator:

rez[i] [j]l=max{s[i]+rez[i+1][j], s[jl+rez[il[j-11}

Daca la mutare este al doilea jucator:

rez[i] [jJ]l=min{s[i]l+rez[i+1][]], s[jl+rez[i][j-11}
(unde cu + am notat operatia de concatenare)

Rezultatul problemei va fi memorat in rez (0] [n-1]

#include <stdio.h>

#include <string.h>

#define MAX 104

int n;

char s[MAX];

char rez[MAX] [MAX] [MAX];

//rez [1][jl=sirul obtinut pe tabla verde daca pe tabla rosie se afla secventa de
litere de la i la j

int cine muta(int p, int q)
{

if ((g - p + 1)
return 2;

}

o\°

2 == n % 2) return 1;

int main ()

{
int i, J, d, cine, test;
char sl1[MAX], s2[MAX];
freopen("rv.in", "rt", stdin);
freopen("rv.out", "wt", stdout);
scanf ("%s",s);

n = strlen(s);
for (i=0; i<n; 1i++)
{rez[i][1]1[0]=s[i]; rez[i][i][1]=0;}

for (d=2; d<=n; d++)
for (i=0; i<n; i++)
(§=i+d-1;
cine = cine muta (i
s1l[0]=s[i]; sl[l]=
s2[0]=s[j]; s2[1]
test=strcmp (sl,s2

o J)i
0; strcat(sl,rez[i+1][3]):
0; strcat(s2,rez[i][3-11);

—

’



if (cine == 1)
if (test<=0) strcpy(rez[i]][
else strcpy(rez[i][j],sl
else
if (test<=0) strcpy(rez[i]l
else strcpy(rez[i][j],s2
}
printf ("$s\n", rez[0][n-1]) ;
return 0;

}

an (pbinfo) 100 puncte

Ana si Bogdan au inventat inca un joc. Jocul are jetoane, albe si negre, care initial se asaza intr-un teanc,
intr-o ordine oarecare. Numim configuratie succesiunea culorilor tuturor jetoanelor din teanc (in ordine,
Tncepand din varful teancului). Un jeton alb va fi codificat prin litera A, iar un jeton negru prin litera N.

La o mutare un jucator poate lua din varful teancului oricate jetoane consecutive (dar cel putin un jeton),
cu conditia ca toate jetoanele luate sa aiba aceeasi culoare. Jucatorii muta alternativ, prima la mutare fiind
Ana. Jocul va fi castigat de jucatorul care ia ultimul jeton.

Spunem ca un jucator are strategie sigurd de cdstig daca el, urmand aceasta strategie, castiga jocul,
indiferent care sunt mutarile celuilalt jucator.

Cerinta

Scrieti un program care citeste T configuratii si determina pentru fiecare dintre cele T configuratii daca
Ana are strategie sigura de castig.

Date de intrare

Figierul de intrare an.in contine pe prima linie un numar natural T care reprezintd numarul de configuratii.
Pe urmadtoarele T linii sunt scrise cele T configuratii, cate o configuratie pe o linie, sub forma unei
succesiuni de litere din multimea {A, N}.

Date de iesire

Fisierul de iesire an.out va contine T linii. Pe a i-a linie va fi scrisa valoarea 1 dacd Ana are strategie
sigura de castig pentru cea de a i-a configuratie din fisierul de intrare, respectiv valoarea 0 in caz contrar.

Restrictii si precizari
e 1 <T <50

e (0 <numarul de jetoane din orice configuratie < 10000

Exemple

an.in an.out Explicatie

3 1 Prima configuratie: exista un singur jeton, il ia Ana si

A 0 castiga.

AN 1 A doua configuratie: Ana este obligata sa ia primul jeton,

NNNAA Bogdan il va lua pe cel de al doilea si castiga Bogdan.
A treia configuratie: Ana ia primele doua jetoane. Bogdan va
fi obligat sa ia al treilea jeton. Ana ia ultimele doua jetoane si
castiga.

Timp maxim de executie/test: 0.1 secunde
Memorie totala disponibila 2 MB din care 2 MB pentru stiva



Descrierea solutiei problemei an

Vom citi succesiv cele T configuratii. Pentru fiecare configuratie vom determina daca primul jucator
are strategie sigura de castig.

Subproblema

Sa se determine dacd Ana are strategie sigura de castig, daca atunci cand este la mutare in stiva sunt
jetoanele i, i+1, ..., n-1 (0<=i<n).

Vom retine solutiile subproblemelor intr-un vector
c[i]=1, daca Ana are strategie sigura de castig pentru jetoanele i, i+1, ..., n sau 0 in caz contrar.

Relatia de recurenta
cln-1]=1

Sa consideram ca la inceputul configuratiei exista nr jetoane de aceeasi culoare (nr>1):
XX...XO. ..

In acest caz Ana are strategie sigura de castig, pentru ca poate proceda astfel:

Daci pentru configuratia care incepe cu O Bogdan ar avea strategie sigura de céstig, atunci Ana ia nr-1
jetoane, 1l obliga astfel pe Bogdan sa ia ultimul jeton X, iar Ana ajunge Intr-o pozitie cu strategie sigura de
castig. Daca pentru configuratia care Incepe cu O Bogdan nu are strategie sigura de castig, atunci Ana ia
toate cele nr jetoane. Daca la inceputul configuratiei este un singur jeton de o culoare, dupa care urmeaza
un jeton de alti culoare: XO... In acest caz Ana este obligatd si ia primul jeton, deci daci pentru
configuratia care incepe cu O Bogdan are strategie sigura de castig atunci Ana nu va avea $i invers.

c[i]=1-c[i+1], dacd s[i]'!=s[i+1]
c[i]=1, daca s[i]==s[i+1]

#include <fstream>
#include <cstring>
#define NMAX 10004
using namespace std;
ifstream fin("an.in");
ofstream fout ("an.out");
int T, n;
char s[NMAX];
bool c[NMAX];
int main ()
{int 1, 37
fin>>T;
for (3=0; J<T; J++)
{fin>>s; n=strlen(s);
c[n-11=1;
for (i=n-2; 1>=0; 1i--)
if (s[i]!=s[i+1l]) c[i]=1l-c[i+1];
else cl[i]=1;
fout<<c[0]<<'\n"';
}
fout.close(); return 0O;

}



Problema 5

Doua persoane X si Y joaca urmatorul joc. Dintr-o gramada de n obiecte, cei doi jucatori iau pe rand
maximum n obiecte. Initial muta X si va castiga daca la final are un numar par de obiecte.

Se cere:
a) Sa se determine, daca jucatorul X are strategie sigura de castig.
b) Tn caz afirmativ, si se programeze mutarile lui X, cele ale lui Y fiind citite de la intrare.
Solurie
O stare a jocului este caracterizata prin urmatoarele elemente:
1. numadrul de obiecte ramase in gramada
2. daca numarul obiectelor pe care le are X este par;
3. cine este la mutare.
Putem codifica informatiile 2 si 3 astfel:
0 (00): X are un numar par de obiecte si este la mutare
1 (01):X are un numar par de obiecte si nu este la mutare
2 (10): X are un numar impar de obiecte si este la mutare
3(11): X are un numar impar de obiecte si nu este la mutare

Deci starile pot fi codificate printr-o pereche de doua valori: nr de obiecte din gramada (o, 1, 2, ..., n)
si codul (0,1,2,3).

Tn fiecare astfel de stare jucatorul poate sa faca maximum n mutari diferite. Fiecare mutare va trimite jocul
ntr-o noua stare in care va juca partenerul.

Subproblema
Sa se determine daca X are strategie sigura de castig stiind ca in gramada sunt i obiecte iar codul este c.
Vom retine rezultatele subproblemelor intr-0 matrice sn+17] (4]

s[i] [c]=1, dacd X are strategie sigura de castig atunci cand in gramada sunt i obiecte, iar codul este ¢ si
0 Tn caz contrar.

i=0 este starea de final a jocului

S[0]1[0]=8[0][1]=1; S[O0][2]=S[0][3]=0.

Daca c==0 sau c==2 (adicad X este la mutare) s[i] [c] Vafi 1, daca existd j (1<=j<=m) astfel incat s[i-
3101 sau 3] esteo

Daca c==1 sau c==3 (adica Y este la mutare) s[i] [c] va fi 0 daca exista existd j (1<=7<=m) astfel Tncat
S[i-j]1[0 sau 2] este 0 si 1 Tn caz contrar



Fall (campion)

Consideram un joc bazat pe un dispozitiv ca in imaginea de mai jos:

Dispozitivul consta dintr-o multime de platforme orizontale de diferite lungimi, plasate la diferite inal{imi.
Platforma cea mai joasa este podeaua (este plasata la inaltimea 0 si are lungime infinita).

Dintr-o pozitie specificata, este lasata sa cadd o minge, la momentul 0. Mingea cade cu viteza constanta de
1 metru pe secunda. Cand mingea ajunge pe o platforma, incepe sa se rostogoleasca spre unul din capetele
acesteia, la alegerea jucatorului, cu aceeasi viteza de 1 metru pe secunda. Cand mingea ajunge la capatul
platformei, isi continud cdderea libera, pe verticala. Mingea nu are voie sa cada liber mai mult de MAX
metri odata (intre doua platforme).

Scrieti un program care determind un mod de rostogolire a mingii pe platforme astfel incat sa ajunga la
podea cat mai repede posibil. (CEOI Romania, 2000)

Date de intrare

Figierul FALL.IN:

Linia 1: N XY MAX

» Patru numere intregi, separate prin cate un spatiu: numarul de platforme (excluzand podeaua), pozitia
de plecare a mingii (coordonatele pe orizontala si verticald), si distanta maxima pe care are voie sa
cada; platformele sunt numerotate de la 1 la N.

Liniile 2..N+1: X1; X2; H;
» Trei numere intregi, separate prin spatii; platforma i este situata la indltimea Hj, Tntre coordonatele
orizontale X1; si X2; inclusiv (X1j<X2;, i=1..N).

Observatii

— Diametrul mingii si grosimea platformelor se ignora. Dacd mingea cade exact pe marginea unei
platforme, se considera ca a cazut pe platforma.

— Oricare doud platforme nu au puncte comune.

— Pentru datele de test exista intotdeauna solutie.

— Toate dimensiunile sunt exprimate in metri.

Iesire

Numele fisierului: FALL.OUT

Linia 1: TIME

= Un numadr intreg, reprezentand timpul la care mingea atinge podeaua, conform solutiei voastre.

Celelalte linii, pana la sfarsitul figierului:

PTD

» Trei numere intregi, separate prin spatii. Mingea atinge platforma P la momentul T si se indreapta in
directia D (S pentru stanga si D pentru dreapta).

» Impactul cu podeaua nu trebuie sd apara in aceste linii.



» Impacturile cu platformele se precizeazd astfel incat valorile succesive ale lui T sa fie in ordine
crescatoare.

Observatie
Daca exista mai multe solutii posibile, se cere numai una.

Restrictii

= 1<N<1000

= -20000<X1;, X2;<20000, Vie{1,2,...,N}
= 0<H,<Y<20000

Exemplu

FALL.IN FALL.OUT

38 17 20 23

0 10 8 2 40D

0 10 13 111 D

4 14 3 316D
Solutie

Vom retine informatiile despre platforme in 3 vectori (x1[], x2[], h[]). Pentru a uniformiza datele
problemei vom introduce doua platforme artificiale: platforma 0, reprezentatd de punctul de plecare
(x1[0]=x, x2[0]=x, h[0]=y) si podeaua, platforma n+1 (x1[n+1]=-30000, x2[n+1]=30000, h[0]=0).

#define NMax 1003
int x1[NMax], x2[NMax], h[NMax];
int n, hmax;
void citire ()
{ifstream fin("fall.in");
int x, y;
fin>>n>>x>>y>>hmax;
for (int i=1; i<=n; i++)
fi>>x1[i]>>x2[1]1>>h[1];
fi.close();
x1[0]=x; x2[0]=x; h[0]=y;
x1[n+1]1=-30000; x2[n+1]1=30000; h[n+1]1=0;
n+=2;
fin.close () ;}
Sortez platformele 1n ordinea descrescatoare a indltimilor lor. In vectorul p[] voi retine indicii

platformelor, in ordinea respectiva:

int p[NMax];
void sort()

{int sch, aux;

for (int i=0; i<n; i++) pl[il=i;

do {sch=0;

for (i=2; i<n; 1i++)
if (h{plil1>h[pl[i-111)
{aux=p[i]; pli]l=pl[i-1]1; pli-1l]=aux; sch=1;}}

while (sch); }
De asemenea, pentru fiecare platforma putem calcula indicele platformei pe care va cddea mingea in cazul 1n care se
rostogoleste prin capatul din stdnga (memorat in vectorul st[]), respectiv indicele platformei pe care va cadea

mingea n cazul in care se rostogoleste prin capatul din dreapta (memorat in vectorul dr[]):

int st [NMax], dr[NMax];
void StangaDreapta ()



{int 1i;
for (i=0; i<n; i++)
{st[pli]]=dr[pli

[

i]1=0;
for (j=i+1; hlpl[ill-h[p[jll<=hmax && (!stlpl[i]l] || !drlp[i]l]);j++)
{if (!stpli]] && x1[p[jll<=x1[pl[i]] && x1[pl[i]ll<=x2[p[]j]1])
stlplill=p(]];
if (ldr(plil] && x1[p[jll<=x2[p[i]] && x2[p[i]ll<=x2[p[]]1])
drpli]ll=pIlJ]- }

}
}

Utilizand aceste informatii precalculate, vom aborda rezolvarea problemei prin metoda programarii
dinamice.

1.

Subproblemele problemei date constau in determinarea timpului minim in care ajunge mingea pe podea
in cazul in care cade prin marginea din stanga a platformei i, respectiv prin marginea din dreapta a
platformei i, Vie{0,1,...,n-1}.

Vom retine solutiile subproblemelor utilizand 4 vectori mst[], mdr[], undest[] si undedr[], avand
urmatoarea semnificatie:

mst[i]=timpul minim in care mingea ajunge pe podea, dacd porneste din marginea din stinga a
platformei i;

mdr[i]=timpul minim in care mingea ajunge pe podea, daca porneste din marginea din dreapta a
platformei i;

undest[i]=directia in care trebuie sd se deplaseze mingea atunci cand cade din marginea stingd a
platformei i ('S' pentru stanga, ‘D' pentru dreapta);

undedr[i]=directia in care trebuie sd se deplaseze mingea atunci cdnd cade din marginea dreaptd a
platformei i ('S' pentru stanga, 'D' pentru dreapta).

Evident, timpul minim de cadere va fi memorat in mst[0]=mdr[0].

Rezolvarea relatiei de recurenta in mod bottom-up o vom face parcurgand platformele de jos in sus:

long int mst[NMax], mdr[NMax];
char undest [NMax], undedr[NMax];
void calcMin ()
{ int i, 3j, lgst, lgdr;
mst [n-1]=mdr [n-1]=0;
for (j=n-2; 3>=0; j--)
{i=p[j]; mst[il=mdr[il=Infinit;
if (st[i]) //mingea cade prin stanga platformei i
{

if (st[i]==n-1) lgst=1gdr=0;
else
{lgst=mst[st[i]]+abs(x1[i]-x1[st[i]]);
lgdr=mdr[st[i]]+abs(x1[1i]-x2[st[i]]);}
if (lgst<lgdr)
{mst[il=lgst+ (h[i]-h[st[i]])~

undest[i]='S'; }//cade pe st[i] spre stanga
else
{mst[i]=lgdr+ (h[i]-h[st[i]])
undest([i]='D"';}

if (dr[i]) //mingea cade prin dreapta platformei i

}
(
{
if (dr[i]==n-1) lgst=1gdr=0;

else

{lgst=mst[dr[i]]+abs (x2[i]-x1[dr[i]l]);



lgdr=mdr[dr[i]]+abs (x2[i]-x2[dr[i]]);}
if (lgst<lgdr)
{mdr[i]=lgst+h[i]-h[dr[i]]; undedr[i]='S"';}
else
{mdr[i]l=1gdr+h[i]-h[dr[i]]; undedr[i]='D"';}

}
}
4. Reconstituirea solutiei o vom face utilizand informatiile deja memorate:

void Afisare ()
{ ofstream fout("fall.out");
long t; int 1, x; char d;
fout<<mst [0]<<endl;
for (x=x1[0], i=t=0, d='S'; i<n-2; )
{//sunt pe platforma i si ma deplasez in directia d
if ( — l)
{ t+=h[i]-h[st[i]]+x-x1[i];
x=x1[1]; d=undest[i]; 1=st[i]; }
else
{ t+=h[il-h[dr[i]]+x2[i]-x;
x=x2[1]; d=undedr[i]; i=dr[i]; }
fout<<i<<' '"<<t<<' '<<d<<endl; }
fout.close();}




Problema 6 Doipatru

https://infoarena.ro/pd

Membrii Lotului National de Informatica sunt foarte mandri de noul joc inventat de ei, pe care l-au
denumit asemanator cu o problema de la Olimpiada Internationald de Informatica din anul 2001, care le-a
placut foarte mult. Astfel, jocul se numeste DoiPatru.

Pentru acest joc se folosesc 3 < N < 30 gramezi, fiecare continand cel putin 0 si cel mult 4 bile. Numarul
total de bile din toate gramezile este 2*N. Doi jucatori muta alternativ. Atunci cand 1i vine randul, fiecare
jucator este obligat sa efectueze o mutare valida.

O mutare valida consta din alegerea a doua gramezi, dintre care prima gramada are mai multe bile decat
cea de a doua. Jucatorul ia o bila din prima gramada si o muta in cealaltd. Mutarea se considera valida,
doar daca numarul de bile rezultat in a doua gramada dupa mutarea bilei nu este mai mare decat numarul
de bile ramas 1n prima gramada.

Jocul se termina atunci cand nu mai poate fi efectuatd nici o mutare valida (daca va ganditi putin, veti
constata ca acest lucru se intdmpla atunci cand fiecare gramada contine doua bile).

Cagtigatorul jocului este desemnat cel care detine mai multe gramezi la sfarsitul jocului. Bineinteles, daca
cei doi jucatori detin un numar egal de gramezi, jocul se considera a fi remiza.

Un jucdtor detine o gramada dacad gramada are doua bile, iar acest numar (de doud bile) a rezultat in urma
unei mutari efectuate de jucatorul respectiv. De exemplu, daca un jucator alege o gramada cu 4 bile si una
cu o bila, in urma efectuarii mutarii, el va detine cea de-a doua gramada (care va avea doua bile), dar
prima nu va apartine deocamdata nici unuia dintre jucatori. Daca alege o gramada cu 3 bile si una cu 0
bile, jucatorul va deveni proprietarul primei grdmezi, deoarece, in urma mutarii efectuate, gramada
respectiva va riméane cu doud bile. In cazul in care alege o grimadi cu 3 bile si una cu o bild, dupa
efectuarea mutdrii, el va detine ambele gramezi (amandoud au acum doua bile).

Daca un jucdtor este proprietarul unei gramezi la un moment dat in timpul jocului, nu inseamna ca aceasta
gramadd va ramane In posesia lui pana la sfarsit. De exemplu, sd presupunem ca jucdtorul 1 define o
gramada cu doud bile si este randul jucdtorului 2 sa mute. Dacad acesta alege o gramada cu 4 bile si
gramada cu doua bile ce apartine jucatorului 1, dupa efectuarea mutarii, ambele gramezi vor avea 3 bile,
iar numarul de gramezi aflate in posesia jucdtorului 1 va scadea cu 1 (gramada detinuta de el anterior nu
mai apartine nici unuia din cei doi jucdtori, caci nu mai are doua bile).

Daca la inceputul jocului exista unele gramezi avand doua bile, acestea sunt distribuite in mod egal celor
doi jucdtori. Daca numarul de gramezi cu doua bile este impar, atunci jucdtorul 2 va primi cu o gramada
mai mult decat jucatorul 1. Jucatorul 1 este cel care efectueaza prima mutare.

Scrieti un program care, pentru un N dat si un set de configuratii initiale ale jocului cu N gramezi, decide
rezultatul fiecarei configuratii de joc.

Rezolvare:

incepem rezolvarea cu observatia ca existd 5 tipuri de gramezi (0, 1, 2, 3 si 4 bile), dar pentru fiecare
gramada de 2 bile trebuie sa stim carui jucator apartine. Deci, vom separa deci toate gramezile de 2 bile in
2 categorii: 2A care reprezinta gramezile de 2 bile detinute de primul jucator si 2B care sunt gramezile de
2 bile detinute de al doilea jucator.

Orice moment al jocului poate fi reprezentat identificand jucatorul care urmeaza la mutare si numarul de
bile din fiecare dintre cele N gramezi. O varianta alternativa este de a reprezenta numerele de gramezi din
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fiecare tip, starea fiind reprezentata prin valorile (J, Ng, N1, N2a, N2g, N3, Ng), UNde Ng reprezinta numarul de
gramezi care au K bile (cu exceptiile 2A si 2B, descrise Thainte).

Vom nota prinR[J, ng, ni, nza, nzs, ns, ng] cel mai bun rezultat pe care il poate obtine
jucatorul care urmeaza (J). Valorile posibile ale rezultatului vor fi alese ca numere intregi crescatoare,
astfel: 0 daca din configuratia curenta jucatorul nu are nici o sansa sa castige, 1 daca jucatorul poate obtine
o remiza si 2 daca jucatorul are o strategie sigurd de castig. Fiecare jucator va alege mutarea potrivita
astfel incat s maximizeze valoarea R, care este in acelasi timp rezultatul cel mai prost pentru celalalt
jucator. Vom nota jucatorii prin 0 si 1 si putem calcula valoarea optima pentru R astfel:

R[J, ng,ny,noy. nap,ng, ny) = 2 —min{R[1 — J. nf. n{.nj ,,n55.n5, njl}

daca (n'o, n'1, N'2a, N'2g, N'3, N'4) reprezintd o stare accesibila din starea curentd printr-o singura mutare.
Observam ca rezultatul este cu atat mai bun pentru unul dintre jucdtori cu cat este mai prost pentru
celdlalt, deci rezultatele sunt invers proportionale, 2 pentru J reprezentand O pentru jucatorul 1 - J. Fiecare
jucator alege mutarea care 1i va obtine rezultatul maxim, acesta fiind corespunzator rezultatului
defavorabil (de valoare minima) pentru celalalt.

Starile pentru care nu mai exista decat gramezi de tipuri 2A si 2B sunt, conform enuntului, stari finale.
(0 J=0.n24 <nap
0 J=1.n04 >nap

H[] 0, 0. no. ng;.ﬂ.[]] =4 1 n2 4 = Nag
2 J=0.n04 >nap
. J L.noy < nap

“

Notand cu S tuplul distributiei bilelor in gramezi (J, Ng, N1, N2a, N2, N3, N4) atunci vom folosi o notatie
echivalenta dar mai scurta, R[J, S]. Vom initializa toate valorile din acest tablou multidimensional cu -1 si
apoi vom calcula recursiv valorile, obtindnd o complexitate polinomiala prin memoizare.

calculR(J, S)

daca R[J, S] != -1 atunci
returneaza RI[J, S];

dacd S e stare finalad
returneaza 0, 1 sau 2 in functie de céstigator;

R[J, S] = 0;

pentru toate starile S' in care se poate ajunge din S printr-o mutare
R[J, S] = max(R[J, S], 2 - calculR(l - J, S"));

returneaza RI[J, S];

La prima vedere, numarul starilor este 2 * (2N)°® = 2 * 60° = 93,312 * 10°, deci numarul starilor este prea
mare pentru a intra n limite rezonabile de spatiu si timp. Observdm totusi cd toate stdrile indeplinesc
conditiang+ Ny + Naa+ Nyg+ N3+ ng= N. Numarul total al starilor este numarul tuplurilor care
indeplinesc egalitatea si conditiile nx > 0. Vom numerota cele 6 tipuri de gramezi prin numere de la 0 la 5.
Vom calcula valorile Ns[g, b, v] care reprezintd numarul de variante de a grupa b bile n g gramezi, astfel
incét cea mai mica gramada sa aiba cel putin marimea tipului de indice 0 < v < 5. Notam cu D sirul
dimensiunilor tipurilor, (0, 1, 2, 2, 3, 4) si observam ca o stare descrisa prin (g, b, V) ori are o gramada de
dimensiune D, ori toate gramezile sunt mai mari decat aceasta dimensiune. Atunci recurenta de calcul



pentru Ns este: Ns[g, b, v] = Ng[g, b, v + 1] + Ng[g - 1, b - Dy, v] cu cazul particular Ng[O, O, 5] = 1.
Numarul total de stari este valoarea Ns[N, 2*N, 0]. Pentru valoarea maxima a lui N din enunt, am
obtinut Ns(30) = Ns[30, 60, 0] = 8266. Rezulta deci ca numarul total real al starilor este relativ mic, iar
solutia noastra se Incadreaza in limitele de timp si spatiu date.

Pentru o stare S data, numarul starilor posibile S' in care putem ajunge este foarte mic. In cel mai rau caz,
perechile de gramezi care reprezintd mutarea din pasul curent sunt din multimea {(0, 2A), (0, 2B), (0, 3),
0,4), (1,3),(1,4), (2A, 4), (2B, 4)}, deci un jucator are maxim 8 mutari posibile de efectuat. Dupa ce am
ales tipurile de gramezi pe care efectuam mutarea, este irelevantd alegerea gramezilor cu dimensiunile
date, deoarece toate alegerile duc la aceeasi stare urmatoare.

Un mod de a stoca tabloul R astfel incat spatiul necesar sa fie minim este folosirea unui dictionar care sa
stocheze wvalorile R[J, no, N1, nNaa, Ng, N3, Ng] pentru toate starile valide, folosind astfel
doar O(Ns(N)) spatiu. Dictionarul poate fi implementat printr-o tabeld de dispersie sau arbori binari de
cautare, in C++ folosind chiar map sau hash_map din STL. Alta optiune este codificarea fiecarei
stari S printr-un numar intreg cuprins intre 1 si Ns(N), caz in care tabloul R poate fi stocat intr-o matrice
de dimensiune 2xNs(N). Asocierea dintre descrierea unei stari (numarul de gramezi de fiecare tip) si
numarul sau de ordine poate fi precalculata si stocatd intr-un dictionar sau poate fi calculatd in O(N) cu
ajutorul unor formule. In primul caz, vom genera prin backtracking toate variantele posibile de stari intr-0
ordine oarecare si vom aloca fiecarei stari cate un numar, stocand izomorfismul intr-un dictionar.

Varianta mai complexa, dar mai elegantd presupune stabilirea unei ordini fixe a starilor i apoi folosirea
unor tehnici combinatoriale pentru a calcula numarul corespunzator unei stari sau starea corespunzatoare
unui numar. Vom defini mai formal o stare ca un 6-tuplu (ng, N1, N2a, N2, N3, Ng) si vom ordona toate
starile lexicografic (stdrile sunt ordonate dupa ng; in caz de egalitate, sortarea se face dupa n; s.a.m.d.).
Atunci numarul de ordine al unei stari calculat de formula de mai sus este numarul de stari care au o
valoare mai mica pentru N plus numarul de stari care au aceeasi valoare pentru Ny dar o valoare mai mica
pentru n; s.a.m.d.

Is = 1;

G = Ny

B =2 *N;

pentru k = 0, 4 executa

daca nl[k] > 0 atunci

pentru 1 = 1, nl[k] executa
IS = IS + S[G][B][k + 17;
G =G - 1;

B =B - D[k];
sfdrsit pentru;
sfadrsit pentru;

returneaza IS;



Operatia inversa calculeaza o stare S pe baza valorii I(S) a indicelui starii.

G = Ny

B =2 *N;

pentru k = 0, 4 executa
nlk] = 0;

cat timp IS > S[G][B][k + 1] executa
IS = IS - S[G][B][k + 11;

sfarsit cat timp;
sfédrsit pentru;
n[(5] = G;

returneaza n;



